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Métodos de pesquisa

A pesquisa computacional de dados (entendida aqui como a busca por valores
armazenados em memdaria) apresenta varias facetas, em que se deve levar em conta os
tipos de dados tratados, a forma de armazenamento e os recursos computacionais
envolvidos.

Duas formas bésicas de pesquisa sdao a linear ou seqliencial, e a binaria. A
pesquisa linear busca exaustivamente pelo elemento procurado, e pode ser
representada da seguinte forma:

Funcdo PesquisaSequencial (Li,Ls,Chave:Inteiro) :Inteiro;
var i,j:inteiro;

comego
Ji==1;
para i:=Li até Ls faca
se a[i] = Chave entéo
comego
J =1
pare;
fim;
PesquisaSequencial:=j;
fim;

Nesta funcgdo, assume-se os dados dispostos num arranjo (array) de inteiros,
com limite inferior igual a Li e limite superior igual a Ls. Observe-se que Li e Ls nao
necessitam ser os limites inferior e superior de todo o array, mas apenas de um
subarranjo onde se deseje pesquisar.

Ja a pesquisa binaria pode se apresentar da seguinte forma:

Funcdo PesquisaBinaria(Li,Ls,Chave:Inteiro) :Inteiro;
var j,m:inteiro;

comeco

Enquanto Verdadeiro faca
comeco
m := (Li + Ls) div 2;
if Chave < a[m] entéo
Ls :=m - 1
sendo se Chave > a[m] entdo
Li :=m + 1
senao
comecgo
PesquisaBinaria := m;
pare;
fim;
se Li > Ls entédo
comecgo
PesquisaBinaria := -1;
pare;
fim;
fim;
fim;



A pesquisa binaria subdivide o arranjo em duas partes, e restringe a busca em
apenas uma destas, dependendo do valor da chave ser menor ou maior que o valor
alocado na subdivisao. Este método ¢ muito mais poderoso que a pesquisa linear: num
conjunto de 1024 elementos, pode-se determinar se o elemento pesquisado pertence
ou ndo ao conjunto em no maximo 10 comparagdes. Uma restrigdo se aplica: os dados
devem estar ordenados. Isto leva a necessidade de métodos de ordenag¢ao de dados
eficientes.

Existem varias formas e modalidades de ordenagdo (sorf) de dados, que
podem ser escolhidas conforme a necessidade. Se o nimero de itens a ordenar ndo ¢
muito grande (e “grande” ja se torna um conceito quase que subjetivo, sendo
dependente da maquina e dos recursos computacionais disponiveis), serd muito mais
facil empregar um método simples de ordenagao.

Via de regra, os métodos elementares de ordenacao aqui apresentados tomam
N’ passos para ordenar N itens arranjados de maneira aleatéria. Se N é
suficientemente pequeno, isto ndo serd problema, mesmo porque, caso os itens
estejam de alguma forma pré-ordenados, alguns dos métodos mais simples poderdo
ser até mais rapidos que os métodos mais sofisticados. Contudo, estes métodos
basicos ndo devem ser tomados como modelos para aplicacdes de ambito geral, uma
vez que sao mais custosos, computacionalmente falando.

Nos modelos apresentados, considerar-se-4 que se deseja realizar a chamada
ordenagdo interna, ou seja, a ordenagdo de dados em memoria primaria, notadamente
em vetores, em contraposi¢do a ordenagdo externa, que envolve dados em memoria
secundaria. Assim, a quantidade de memoria a ser utilizada pelo método de ordenacao
pode se tornar preponderante.

Uma outra caracteristica dos métodos de ordenagdo que pode se mostrar
desejavel ¢ a estabilidade: um método de ordenacao ¢ dito estavel se preserva a ordem
relativa das chaves iguais no arranjo inicial. Por exemplo, caso se queira ordenar uma
lista alfabética de alunos pela nota, um método estavel produzird uma lista na qual os
estudantes com a mesma nota estardo ordenados alfabeticamente, mas um método ndo
estavel produzird uma lista sem vestigios da ordenag¢do inicial. A maioria dos métodos
simples ¢ estavel, mas muitos dos métodos mais sofisticados nao o sao.

O exemplo a seguir, que ordena trés registros de dados (na realidade, trés
valores inteiros), mostra as convencdes que serdo utilizadas neste texto. Em particular,
o programa realiza a ordenagdo de exatos /V = 3 registros, caso muito peculiar, mas
que servird para ilustrar os nossos propositos.

Programa OrdenaTres;

constante maxN = 3;

var a:vetor[l..maxN] de inteiro;
N,i:inteiro;

Procedimento Sort3;
var t:inteiro;



comeco
se a[l] > a[2] entéao
comecgo
t:=al[ll;
al[l]:=al2];
al2] :=t;
fim;
se a[l] > a[3] entéao
comeco
t:=alll;
all]:=al[3];
al[3]:=t;
fim;
se al[2] > a[3] entéao
comecgo
t: _a[2]l
al[2]:=al3];
al3]:=t;

comeco
para i:=1 até maxN faca
comeco
escreva ('Forneca o valor ',i,': '");
leia(ali]);
fim;

Sort3;

para i:=1 até maxN faca
escreva(ali]):;

fim.

As trés atribuigdes que se seguem a cada comando se implementam operagoes
de “troca” (“swap”). Estas trocas devem, naturalmente, refletir o tipo de dado em
tratamento, e devem ser escritas criteriosamente, de modo a otimizar a performance
do algoritmo como um todo.

Estas instrugdes, neste exemplo, ilustram a idéia de “comparar dois registros e
trocar suas posi¢des, se necessario, de modo a fazer com que o menor deles assuma a
menor posicao”. Isto se refletira em todos os métodos a seguir.

Ordenacgao por selegao

Um dos algoritmos de ordenacdo mais simples ¢ este: encontre o menor
elemento do arranjo e troque sua posi¢cdo com o primeiro elemento, entdo encontre o
segundo menor elemento e coloque-o na segunda posicdo do arranjo, e assim por
diante, até que todo o arranjo esteja ordenado. Este método ¢ chamado método de
selecdo, porque atua pela repetida “selecdo” do menor elemento restante. O programa



a seguir ¢ uma implementacdo deste método. Para cada i de

minimo elemento em a[i../V] por a[i]:

Programa Ordena por Selecao;
Constante N = 100;
var a:vetor[l..N] de inteiro;
i:inteiro;
Procedimento Selecao;
var i,j,min,t:inteiro;
comeco

para i:=1 até N-1 faca
comeco

min:=i;
para j:=i+1 até N faca
se al[j] < a[min] entdo min:=7j;

1 a N-1, ele troca o

t:=a[min];
a[min]:=afli];
ali] :=t;
fim;
fim;
(============================ }
{ Programa principal }
(=mmmmmmmmmm o }
comeco
{ inicializa o gerador de nos. aleatorios }
randomize;
{ preenche o vetor com N numeros aleatorios }
para i:=1 até N faca
ali]l := random(N) ;
Selecao;
para i:=1 até N faca
escreva (al[i]):
fim.

Enquanto o indexador i percorre o arranjo da esquerda para a direita, os
elementos a esquerda do indexador sdo colocados em suas posi¢des definitivas no
arranjo, de tal forma que o arranjo estara totalmente ordenado ao final do

percorrimento.



Ordenacgao por insercao

Um algoritmo quase tdo simples quanto o da selecdo, mas mais flexivel, ¢ o da
insercdo. Este método ¢ o utilizado para ordenar um conjunto de cartas de baralho:
considere os elementos, um de cada vez, inserindo cada um em seu devido lugar entre
os ja considerados (e mantendo-os ordenados). O elemento em consideracao ¢
inserido meramente movendo-se os elementos maiores que ele uma posi¢do para a
direita, e entdo inserindo-se o elemento desejado na posi¢do vaga criada. Este
processo ¢ implementado pelo programa a seguir: para cada i de 2 até N, o subarranjo
a[1..1] ¢ ordenado colocando-se a[i] em sua respectiva posi¢cdo entre os elementos no

subarranjo a esquerda.

Programa Ordena por Insercao;

Constante N = 100;

var a:vetor|[1l. de inteiro;

i:inteiro;

.N]

Procedimento Insercao;
var i,j,v:inteiro;

comeco

para i:=2 até N faca
comego

vi=alil;
Ji=1i;
enquanto (3 > 1) e
comecgo
aljl:=alj-11;
J:=3-1;
fim;

(alj-11 > v)

faca

comeco
{ inicializa o gerador de nos.

randomize;

aleatorios }

{ preenche o vetor com N numeros aleatorios }

para i:=1 até N faca
al[i] := random(N);

Insercao;
para i:=1 até N faca

escreval(ali]);
fim.



Como no caso da ordenacdo por selecdo, os elementos a esquerda do
indexador i1 estdo em ordem durante o percorrimento, mas ainda ndo em suas posigdes
finais, e assim tém que ser movidos para abrir espago para elementos menores
encontrados apo6s i. Contudo, o arranjo estara totalmente ordenado ao final do
percorrimento.

Bubblesort

O sort da bolha tem um principio de funcionamento bastante simples: percorra
o arranjo, trocando elementos adjacentes de posi¢do, se necessario. Quando nao for
necessaria mais nenhuma troca, o arranjo estara ordenado. Uma implementagcao ¢
dada a seguir:

Programa Bubble Sort;

Constante N = 100;
var a:vetor[l..N] de inteiro;
i:inteiro;

Procedimento Bolha;
var i,j,t:inteiro;

comego
para i:=N até 1 passo -1 faca

para j:=2 até i faca
se al[j-1] > a[j] entéo

comego
t:=alj-11;
alj-1l:=aljl;
aljl:=t;
fim;
fim;
[m=m=m==m=mmmmm—mmmmmmm—mmm—emmmmememeee }
{ Programa principal }
i }
comeco
{ inicializa o gerador de nos. aleatorios }
randomize;
{ preenche o vetor com N numeros aleatorios }
para i:=1 até N faca
al[i] := random(N);
Bolha;
para i:=1 até N faca
escreva(ali]);
fim.



Uma outra forma de visualizar o funcionamento deste algoritmo ¢ a seguinte:
observe que sempre que o maior elemento ¢ encontrado no primeiro passo, ele ¢
trocado com cada um dos elementos a sua direita, até atingir a posi¢do final do
arranjo. No segundo passo, o segundo maior elemento sera levado, da mesma forma,
até a sua posicao, etc. O sort da bolha opera como um tipo de sort por selecao, embora
realize mais trabalho para levar cada elemento a sua posicao devida.

Algumas propriedades dos métodos elementares de ordenagao
Em [Sedgewick 86], mostra-se as seguintes propriedades:

Propl. O sort por selecdo usa cerca de N*/2 comparagdes e realiza N trocas.

Prop2. O sort por inser¢do usa cerca de N*/4 comparagdes e realiza N*/8 trocas no
caso médio, o dobro no pior caso.

Prop3. O sort da bolha usa cerca de N°/2 comparagdes e N*/2 trocas no caso médio e
no pior caso.

Prop4. O sort por inser¢ado ¢ linear para arranjos “quase ordenados”.

Prop5. O sort por selegdo ¢ linear para arranjos com registros grandes e chaves
pequenas.

Shellsort

O sort por inser¢do € lento porque troca apenas elementos adjacentes. Por
exemplo, se o menor elemento estiver no final do arranjo, sdo necessarios N passos
para coloca-lo em seu devido lugar. O shellsort ¢ uma extensdo simples do sort por
insercdo, que ganha velocidade por permitir a troca de elementos distantes entre si.

A idéia ¢ arranjar os dados de tal forma que, tomando-se seu h-ésimo elemento
(a partir de qualquer posi¢do), tem-se um arranjo ordenado, dito h-ordenado. Falando
de outra forma, um arranjo h-ordenado ¢ composto de h arranjos ordenados, tomados
juntos. Através da h-ordenacdo para valores grandes de h, pode-se mover elementos
dentro do arranjo por grandes distancias, e assim ordenar mais facilmente para valores
menores que h. Usando-se este procedimento para qualquer seqiiéncia de valores que
termine no tamanho 1 produzira um arranjo totalmente ordenado.

Uma maneira de implementar o shellsort €, para cada h, usar o sort de inser¢ao
independentemente em cada um dos h subarranjos. A escolha dos valores de h pode
ser feita pelo critério de Knuth [Niemann 97], como se segue:

Faga h;=1, hs+; = 3hs +1, e pare com h; quando h, > N.
Assim, os valores de h sdo computados como se segue:
h] =1
hh=@B*1)+1=4

hs=(G*4)+1=13
ha=(3 * 13)+1=40



hs=(3 *40) + 1 =121
he= (3 * 121) + 1 = 364, etc.

Uma propriedade muito importante [Sedgewick 86] ¢ a seguinte:

Propé6. Shellsort nunca realiza mais do que N2 comparagdes (para os
incrementos 1, 4, 13, ...)

Uma implementacdo para o shellsort ¢ a seguinte:

Programa ShellSort;
Constante N = 100;

var a:vetor[l..N] de inteiro;
i:inteiro;

Procedimento Shell;
var i,j,h,v:inteiro;

comego
{ determinacao do valor de h }
h:=1;
repita
h =3 *h + 1;
até h > N;
repita
h:= h div 3;

para i:=h+1 até N faca

comeco
vi=alil;
Ji=1i;

enquanto a[j-h] > v faca
comego

aljl := alj-hl;
J:=j-h;

se j<=h entédo pare;

fim;
aljl:=v;
fim;
até h=1;
fim;
{========s==sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssEE S }
{ Programa principal }
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comecgo
{ inicializa o gerador de nos. aleatorios }
randomize;
{ preenche o vetor com numeros N aleatorios }

para i:=1 até N faca
ali]l := random(N) ;

Shell;

para i:=1 até N faca
escreva(ali]);

fim.

A instrugcdo pare causa o encerramento imediato do loop em execugdo,
levando a execucdo do programa para a instru¢ao seguinte a que ocasionou o loop (no
caso, ap6s o fim do enquanto).

Quicksort

Quicksort ¢ provavelmente o tipo de sort mais utilizado, desde a sua criagdo
por C.A.R. Hoare, em 1960. Quicksort ¢ de implementag¢do simples e de uso geral,
além de apresentar a seguinte propriedade:

Prop7. Quicksort requer N log N operacdes, em média, para ordenar /V itens.

As limitacdes sdo que o quicksort ¢ recursivo, o que dificulta sua
implementacio quando néo se dispde de recursio, e necessita de N* operagdes no pior
caso.

Quicksort baseia-se no principio de “dividir e conquistar”: particiona-se o
arranjo em duas partes, e entdo ordena-se as partes independentemente. Como se vera,
a posi¢do exata da parti¢do pode variar, e assim o algoritmo toma a seguinte expressao
geral:

Procedimento Quicksort(e,d:inteiro);
var i:inteiro;
comeco
if d > e entdo
comego
i:=particao(e,d);
quicksort(e,i-1);
quicksort(i+1,d);
fim;
fim;

11



Os parametros e (esquerda) e d (direita) delimitam o subarranjo dentro do
arranjo original a ser ordenado. A chamada quicksort(1,N) ordena o arranjo inteiro.

O ponto crucial do algoritmo se torna, assim, a parti¢do, que deve manipular o
arranjo de tal modo que as trés condigdes seguintes se apliquem:

e o elemento a[i] estd em na posicao final do arranjo para algum i;
e todos os elementos em a[l], ..., a[i-1] s3o menores ou iguais a a[i];
e todos os elementos em a[i+1], ..., a[d] s3o maiores ou iguais a a[i].

Isto pode ser obtido procedendo-se da seguinte forma: primeiro,
arbitrariamente escolha a[d] como sendo o elemento que ird para sua posi¢do final.
Depois, percorra da extremidade esquerda para a direita no arranjo até que um
elemento maior que a[d] seja encontrado, e percorra da extremidade direita para a
esquerda até que um elemento menor que a[d] seja encontrado. Os dois elementos que
encerrarem estes percorrimentos estdo obviamente fora de suas posi¢des no arranjo,
entdo troque suas posigoes. Continuando-se assim, assegura-se que todos os
elementos no arranjo a esquerda do indexador da esquerda sdo menores que a[d], e
que todos os elementos no arranjo a direita do indexador da direita sdo maiores que
a[d]. Quando os indexadores se cruzam, o processo de particionamento estd quase
completo: tudo o que resta ¢ trocar a[d] com o elemento mais a esquerda do
subarranjo a direita (o elemento apontado pelo indexador da esquerda).

Eis uma implementag¢do completa do quicksort:

Programa QuickSort;
Constante N = 100;

var a:vetor[l..N] de inteiro;
i:inteiro;

Procedimento Quick(e,d:inteiro);
var i,j,v,t:inteiro;

comeco

se d > e entdo
comecgo
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aljl:=alil;
alil:=ald];
ald]:=t;

quick(e,i-1);
quick (i+1,d);

fim;
fim;
[============m=== }
{ Programa principal }
[m=m=m==m=mmmmm—mmmmmm——mmmmmmmmem—emeeec }
comeco
{ inicializa o gerador de nos. aleatorios }
randomize;
{ preenche o vetor com N numeros aleatorios }
para i:=1 até N faca
ali]l := random(N) ;
Quick(1,N);
para i:=1 até N faca
escreva (al[i]):
fim.

Estruturas de arvore

E bastante comum o emprego da recursdo para proceder-se a defini¢do de tipos
de dados. Desta forma, pode-se definir uma lista, por exemplo, como se segue:

Uma lista com tipo bésico T corresponde a uma das seguintes situagdes:
1. A lista vazia.

2. A concatenacdo (cadeia) de um elemento de tipo T com uma seqiiéncia ja
existente, cujo tipo basico também seja T.
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A recursdo pode ainda ser utilizada na definicdo de estruturas muito mais
sofisticadas, das quais a estrutura de arvore ¢ um exemplo bastante conhecido.
Assim, pode-se definir uma estrutura de arvore da seguinte forma:

Uma estrutura de arvore com tipo basico T pode ser definida recursivamente
conforme uma das duas situagoes abaixo:

A estrutura vazia.
Um no6 de tipo T, associado a um numero finito de estruturas disjuntas de
arvore, de mesmo tipo base T, denominadas sub-arvores.

N —

Observando-se a similaridade das defini¢des recursivas de listas e estruturas de
arvore, torna-se evidente que a lista pode ser considerada como uma estrutura de
arvore na qual cada n6 tem no maximo uma Unica sub-arvore. Por esta razdo, a
lista ¢ muitas vezes também denominada darvore degenerada.

Existem varias maneiras de representar uma estrutura de arvore. Por exemplo,
uma estrutura de arvore cujo tipo basico T tem como dominio o conjunto de letras
¢ mostrada em varias notagdes na figura 1. Todas estas representacdes mostram a
e mesma estrutura, sendo, portanto, equivalentes. E a representa¢io segundo um
grafo que ilustra explicitamente as relagdes de ramificagdo exibidas pela estrutura.
Por razdes Obvias, esta representacdo grafica motivou historicamente a adogao,
para esta estrutura, do nome drvore. E também usual a representacio de arvores
“de cabega para baixo”, com a raiz na parte inferior.

DR

(a)

(A (B(D,E)), (C(F,Q))) (b)

14



m o

F
G

(d)

Figura 1 — Representacdo de uma estrutura de arvore: (a) conjuntos aninhados;
(b) lista com parénteses aninhados; (¢) denteacdo ou indentamento; (d) grafo.

Algumas definig¢des:

Def 1. Uma drvore ordenada é uma arvore na qual os ramos de cada n6 sdo
ordenados. Portanto, as duas arvores ordenadas mostradas na Figura 2 sdo
distintas, formando objetos diferentes.

Def 2. Um né y que estd diretamente abaixo de um ndé x ¢ chamado
descendente (direto) de x; estando x em um nivel i, entdo y ¢ considerado
pertencente ao nivel i+1.

Def 3. Reciprocamente, o n6 x ¢ denominado ancestral (direto) de y. A raiz de
uma arvore ¢ definida como pertencente ao nivel 0.

Def 4. O nivel maximo a que pertence algum elemento qualquer de uma arvore
determina a profundidade ou altura da arvore.

15



Figura 2: Duas arvores bindrias distintas

Def 5. Se um elemento ndo apresenta descendentes, ¢ denominado né terminal
ou folha da arvore, ao passo que todo elemento que nao for terminal ¢ denominado
no interior.

Def 6. O numero de descendentes (diretos) de um no interior ¢ denominado
grau deste nd. Assim, o grau maximo atingido pelos nds da arvore determina o
grau desta arvore.

Def 7. O numero de ramos ou arestas que devem ser percorridos para que,
partindo-se da raiz, seja atingido o n6 x ¢ denominado comprimento de trajeto do
nod X. A raiz possui comprimento de trajeto igual a zero, seus descendentes diretos
possuem comprimento de trajeto igual a 1, e assim por diante. Em geral, um no
pertencente ao nivel 1 possui o comprimento de trajeto igual a 1.

Def 8. As arvores ordenadas de grau 2, denominadas drvores binarias,
possuem uma importancia particular. Define-se uma éarvore binaria como sendo
um conjunto finito de elementos (n6s) que podem ou ser vazios ou consistir em
uma raiz (nd) com duas arvores bindrias disjuntas associadas, denominadas,
respectivamente, sub-arvore esquerda e sub-arvore direita da raiz.

Exemplos de arvores bindrias sdo: arvore genealdgica (invertida); chaves de
um torneio de ténis; uma expressdo aritmética com operadores diddicos, na qual
cada operador faz o papel de um no6 da arvore, representando-se seus operadores
como sub-arvores.

Def 9. O comprimento da trajetdria de uma arvore ¢ definido como sendo a
soma dos comprimentos dos trajetos de todos os seus componentes, ¢ ¢ também
denominado comprimento interno de trajeto, ou comprimento da trajetoria
interna. O comprimento interno de trajeto da arvore mostrada na Figura 1, por
exemplo, € igual a 10. O comprimento interno de trajeto de uma arvore qualquer
pode ser calculado pela expressao:

Cit = Z n; *i,onde n; ¢ 0 nimero de nds pertencentes ao nivel i.

16



O numero maximo de n6és em uma arvore de altura 4 e grau d ¢é atingido
quando todos os nds possuem d sub-arvores, exceto os de nivel h. Para uma arvore
de grau d, o nivel 0 contém entdo um nod (a raiz), o nivel 1 contém seus d
descendentes, o nivel 2 contém os & descendentes dos d nos do nivel 1, etc. Disto
resulta

N, ()= d

como o niumero maximo de nds para uma arvore de altura 4 e grau d. Para d =
2, obtém-se

N,(h)=2"" -1

Figura 3: representacao em arvore da expressao (a + b/c) * (d — e*f)

Para a implementacao computacional de tais estruturas, ¢ natural que sejam
usados os apontadores providos pelas linguagens. Desta forma, define-se os nos
como sendo variaveis com uma estrutura fixa, na qual o grau da arvore determina
o numero de apontadores que referenciam as sub-arvores dos nds. A referéncia a
arvore vazia ¢ denotada por NULO. Assim, a arvore da Figura 3 consiste em
componentes de um tipo definido conforme se segue:

Tipo Ptr = ponteiro para No;
Tipo N6 = Registro
Op:caracter;
Esquerda, direita: Ptr;
Fim;

Pretende-se distribuir uniformemente os nds pela arvore, de forma tal que a
arvore resultante tenha altura minima.
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A regra de distribui¢do uniforme para um niimero n conhecido de nds pode ser
expressa através de uma formulacao recursiva:

Usar um no para raiz;

Gerar a sub-arvore esquerda com nl = n DIV 2 noés de acordo com estas
mesmas regras;

3. Gerar a sub-arvore direita com nr = n — nl nds de acordo com estas regras.

N —

Estas regras podem ser expressas por meio de um procedimento recursivo,
como parte do programa demonstrado a seguir, que 1€ o arquivo de entrada e
constréi uma arvore perfeitamente balanceada.

Def 10. Uma arvore ¢ perfeitamente balanceada se, para cada nd, os numeros
de sub-arvores das suas sub-arvores esquerda e direita diferem, no maximo, de
uma unidade.

Programa ConstroiArvore;
Tipo Ptr = ponteiro para No;

Tipo N6 = registro
Chave:caracter;
Esquerda,direita:Ptr;
End;

Var N:Inteiro;
Raiz:Ptr;

Fungio Arvore (n:inteiro):Ptr;
Var novono: Ptr;
x:caracter;
nesq,ndir:inteiro;

comeco
sen=0
entdo novono = NULO
senao comego

nesq :=n DIV 2;
ndir :=n—nesq — 1;
leia(x);

aloca(novoné,tamanho(N0));
novono->chave = x;
novonod->esquerda := arvore(nesq);
novonod->direita := arvore(ndir);
fim:
arvore := novono;
fim;
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Procedimento ImprimeArvore (t:ptr; h:inteiro);
Var i:inteiro;
Comego
Se t <> NULO
Entao
comeco
ImprimeArvore(t->esquerda,h+1);
para i:= 1 até h faga escreva(*“ ”);
escreva(t->chave);escreva(nl);
ImprimeArvore(t->direita,h+1);
fim;
fim;

{ programa principal }

comego
leia(n);
raiz := Arvore(n);
ImprimeArvore(raiz,0);
Fim;

Por exemplo, os seguintes dados deveriam ser fornecidos para que se obtenha
a arvore exibida na Figura 1 (d):

7TABDECFG

Operagoes basicas sobre arvores binarias

Hé muitas tarefas que se podem executar sobre uma estrutura de arvore: uma
bastante comum consiste em aplicar uma dada operagdo P sobre cada um dos
elementos da arvore. A operagdo P pode ser vista como parametro de uma tarefa mais
geral, a de percorrer (visitar) todos os nos da arvore, operacdo esta usualmente
chamada varredura da darvore. Se a tarefa for encarada como um processo seqiiencial
unico, entdo os nos individuais serdo visitados em alguma ordem especifica, podendo
ser considerados como se estivessem dispostos em um arranjo linear. De fato, a
descricdo de muitos algoritmos ¢ bastante facilitada se for possivel raciocinar com
base em uma ordenagdo predefinida, o que permite estabelecer o conceito de
“proximo elemento” para cada um dos elementos da arvore. Ha trés tipos principais
de ordem que surgem naturalmente do conceito da estrutura da arvore. Como a
propria estrutura, estas ordens sdo convenientemente expressas em termos recursivos.
Em relagdo a arvore da Figura 4, em que R denota a raiz ¢ E e D respectivamente as
sub-arvores esquerda e direita, os trés tipos de ordenacdes sdo:

1. Pré-ordem: R, E,D (visitar a raiz antes da sub-arvores)
2. In-ordem: E, R, D (visitar a raiz entre as visitas a sub-arvores)
3. Pés-ordem: E, D, R (visitar a raiz apds visitar as sub-arvores)
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Figura 4. Arvore binaria

Percorrendo-se a arvore da Figura 3 e registrando-se as seqiiéncia de saida dos
caracteres encontrados nos nds visitados, sdo obtidas as seguintes ordenagoes:

1. Pré-ordem: *+a/bc—-d*ef
2. In-ordem:a+b/c*d—-e*f
3. Pés-ordem:abc/+def*-*

Da varredura em pré-ordem da arvore da expressado resulta a notagao pré-fixa ou
pré-fixada; a pés-ordem gera a notagdo pos-fixa ou pos-fixada, e a varredura in-ordem
gera a notacao in-fixa ou in-fixada.

Estes meios de varredura sdo demonstrados pelos trés algoritmos a seguir, nos
quais o parametro t denota a arvore a ser tratada, e o procedimento P denota a
operacdo a ser realizada em cada no. Sejam as seguintes defini¢des:

Tipo Ptr = Ponteiro para No;
Tipo N6 = Registro ...
esquerda, direita: Ptr;
fim;

Define-se, entdo, os seguintes procedimentos:

Procedimento preordem(t:Ptr);
Comego
se t <> NULO entao
comego
P(t);
preordem(t->esquerda);
preordem(t->direita);
fim;
fim;

Procedimento inordem(t:Ptr);
Comego
se t <> NULO entao
comecgo
inordem(t->esquerda);
P(t);
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inordem(t->direita);
fim;
fim;

Procedimento posordem(t:Ptr);
Comecgo
se t <> NULO entao
comecgo
posordem(t->esquerda);
posordem(t->direita);
P(t);
fim;
fim;

Comentario: As arvores binarias freqiientemente sao utilizadas para representar
um conjunto de dados cujos elementos devam ser posteriormente acessiveis por
intermédio de uma chave tnica. Se a arvore estiver organizada de tal forma que, para
cada no tj, todas as chaves da sub-arvore esquerda de t; sejam menores que a chave de
ti, enquanto as pertencentes a sub-arvore direita sejam maiores que a chave de t;, entdo
esta arvore pode ser denominada arvore de busca. Em uma arvore de busca, ¢ possivel
localizar uma sub-arvore arbitraria partindo-se da raiz e prosseguindo-se ao longo de
uma trajetoria de busca, decidindo-se pelo desvio para a sub-arvore da esquerda ou da
direita com base apenas no valor da chave do no6. n elementos podem ser organizados
em uma arvore bindria de altura igual a log n. Portanto, uma busca entre n elementos
pode ser realizada com apenas log n comparagdes, se a arvore estiver perfeitamente
balanceada. Assim, a 4rvore ¢ uma forma de organizagdo muito mais adequada do que
uma lista linear. Quanto a busca, como ela segue uma trajetoria Unica a partir da raiz
até o n6 desejado, ela pode ser programada pela seguinte iteragcao

Procedimento localiza(x:inteiro;t:Ptr):Ptr;
comego
enquanto (t <> NULO) e (t->chave <> x) faca
Se t->chave < x
entdo t ;= t->direita
sendo t:= t->esquerda;
retorne t;
fim;

Buscas e inser¢cées em arvores

Freqiientemente, pode ser necessario realizar inser¢des e/ou remogdes nos dados
em tratamento. Uma vez mais, a estrutura de arvore se mostra bastante aplicavel,
principalmente se comparada com os vetores.

Inicialmente, sera considerado o caso das inser¢coes, sem a ocorréncia de

remocdes. Um exemplo tipico é a contagem das palavras em um texto. O problema
consiste em, dada uma seqiiéncia de nimeros, determinar o nimero de ocorréncias de
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cada um deles. Isto significa que, iniciando-se com a arvore vazia, sera efetuada uma
busca de cada niimero na arvore. Se o numero for encontrado, o seu contador de
ocorréncias sera incrementado; caso contrario, o nimero sera inserido ¢ caracterizado
como um novo numero (com seu contador de ocorréncias igual a 1). A esta tarefa da-
se o nome de busca em drvore com inser¢do. Seja a seguinte defini¢do de dados:

Tipo NoPtr = Ponteiro para No;
No = registro
valor: inteiro;
contador:inteiro;
esquerda, direita: NoPtr;
fim;

Admitindo-se, além disso um programa responsavel pelo fornecimento de
chaves e uma variavel que indique a raiz da arvore onde deve ser feita a busca, pode-
se elaborar um programa como segue:

Leia(x);

Enquanto (x <> ) faca
Pesquisa(x,raiz);
Leia(x);

Fim;

(132

Uma vez mais, para esta situagdo ¢ possivel a obtencdo de uma trajetoria que
leve ao elemento desejado. Porém, se a busca conduzir ao final de um ramo da arvore
(ou seja, a sub-arvore vazia, designada por um apontador com valor NULO), entdo o
nimero desejado deverd ser inserido na arvore na posi¢do antes ocupada pela sub-
arvore vazia.

A operacio completa ¢ demonstrada no pseudo-codigo a seguir. O
procedimento de busca ¢ formulado como um procedimento recursivo. Observe-se
que o ponteiro p ¢ um parametro passado por referéncia, e ndo por valor. Isto ¢
essencial, jA que, no caso da inser¢do, um novo valor do apontador devera ser
atribuido a variavel que antes continha o valor NULO.

Fazendo-se uso da seguinte seqiiéncia de entrada:

71510203 122218

o programa produziré a arvore bindria de busca mostrada na figura 5.
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Figura 5: arvore bindria de busca

Tipo NoPtr = Ponteiro para No;
No = registro
valor: inteiro;
contador:inteiro;
esquerda, direita: NoPtr;
fim;

Var raiz:NoPtr;
1,N:inteiro;
Valor:inteiro;

Procedimento ImprimeArvore(t:NoPtr, h:inteiro);
Var i:inteiro;
Comego
Se t <> NULO entao
Comecgo
ImprimeArvore(t->esquerda,h+1);
Para i:=1 até h faca escreva(“ ”);
Escreva(t->valor,t->contador);escreva(nl);
ImprimeArvore(t->direita,h+1);
Fim;
Fim;

Procedimento Pesquisa(x:inteiro, var p:NoPtr);
Comego
Se p = NULO entao
Comego
Aloca(p, tamanho(No));
p->valor :=x;
p->contador := 1;
p->esquerda := NULO;
p->direita := NULO;
fim
sendo se X < p->valor
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entdo pesquisa(x,p->esquerda)
sendo se X > p->valor
entdo pesquisa(x,p->direita)
sendo p->contador := p->contador + 1;
fim;

{ Programa principal }

Comego
Raiz := NULO;
Leia (n); { o primeiro nimero indica a quantidade de nos }
Para i:=1 até N faca
Comego
Escreva(“Forneca o no”,i);
Leia(valor);
Pesquisa(valor,raiz);
Fim;
ImprimeArvore(raiz,0);
Fim;

Apesar do proposito deste algoritmo ser o de efetuar buscas, ele pode ser
facilmente adaptado para executar operacdes de ordenagdo. De fato, ele se
assemelha muito ao algoritmo de ordenagao pelo método de inser¢do e, devido ao
uso da estrutura de arvore em vez de vetor, torna-se desnecessaria a relocacao dos
componentes para cima do ponto de insercdo. A ordenagdo da arvore pode ser
programada de tal modo que se torne tdo eficiente quanto o melhor dos métodos
conhecidos para ordenagdo de vetores. Algumas precaugdes, no entanto, devem
ser tomadas. No caso de replicacdo, apds a localizacdo do elemento desejado, o
novo elemento devera ser também inserido. Se o caso x = p->chave for tratado de
maneira idéntica ao caso x > p->chave, entdo o algoritmo representa um método
estavel de ordenagdo, ou seja, um método em que elementos de chaves idénticas
sdo localizados, ao se percorrer a arvore, na mesma ordem em que se deu sua
inser¢ao.

Remocoes em arvores

A tarefa de remocdo consiste em definir um algoritmo para a remocgao, isto &,
para a eliminagdo de um nd, com chave x, pertencente a uma arvore com chaves
ordenadas. Infelizmente, a remoc¢do de um elemento ndo ¢ tdo simples quanto a
operagdo de inser¢ao — ¢ trivial se o elemento a ser removido for um noé terminal
ou tiver um Unico descendente. A dificuldade maior reside na remo¢do de um
elemento com dois descendentes. Nesta situacao, o elemento removido deve ser
substituido ou pelo elemento mais a direita de sua sub-arvore esquerda ou pelo no
mais a esquerda de sua sub-arvore direita. Ambos possuem no maximo um so
descendente. O procedimento de remogao discrimina trés casos distintos:

Nao existe nenhum elemento com valor igual a x;

O elemento com valor igual a x possui no maximo um sé descendente;
O elemento com valor igual a x possui dois descendentes.
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Procedimento delete(x:vetor[1..10] de caracter, var p:NoPtr);
Var q: NoPtr;

Procedimento Del(var r:NoPtr);
Comego
Se r->direita <> NULO
Entao Del(r->direita)
Senao
Comecgo
q->valor := r->valor;
g->contador := r->contador;

q:=r
r :=r->esquerda;
fim;
fim; { Del }

comego { delete }
se p=NULO
entdo escreva(“o no ndo se encontra na arvore”)
sendo se x < p->valor
entdo delete(x,p->esquerda)
sendo se x > p->valor
entdo delete(x,p->direita)

senao
comeco { remover p }
q:=p;

se g->direita = NULO

entdo p := q->esquerda

sendo se g->esquerda = NULO
entdo p := g->direita
sendo Del(q->esquerda);

{ desaloca q }

fim;
fim { delete };

r

O procedimento auxiliar Del ¢ ativado somente no terceiro caso. Este
procedimento percorre um caminho na arvore, descendo ao longo do ramo mais a
direita da sub-arvore a esquerda do elemento q a ser removido, e entdo substitui a
informagao (valor e contador) em q pelos valores correspondentes do componente
mais a direita r daquela sub-arvore esquerda. Apods esta operagdo, q pode ser
descartado.

Para mostrar o funcionamento dos procedimentos acima, observe-se a figura 6.

Seja inicialmente a arvore (a); removem-se, entdo, sucessivamente, 0s nds com
chaves 13, 15, 5 e 10. As arvores resultantes sao mostradas na figura 6 (b-e).
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(b)

(d)
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(e)

Figura 6 — Arvores resultantes da remog¢ao de nés indicados

Arvores balanceadas

Pelo que se viu anteriormente, nota-se que procedimentos de inser¢ao que
sempre mantenham o balanceamento da arvore , conforme a defini¢do vista, podem
ser pouco vantajosos, em alguns casos. Algumas melhorias possiveis dependem da
formulagdo de defini¢des de balanceamento com base em condigdes menos rigorosas.
Tal critério “imperfeito” de balanceamento conduziria a procedimentos mais simples
de reorganiza¢do da arvore, acarretando apenas uma pequena deterioragdo no
desempenho médio do processo de busca. Uma destas definicdes de balanceamento
foi apresentada por Adelson-Velskii e Landis (AVL), e seu critério ¢ o seguinte:

Def. AVL: Uma arvore ¢ dita balanceada se e somente se para qualquer no, as
alturas de suas duas sub-arvores diferem de no maximo uma unidade.

As arvores que satisfazem esta condi¢ao serdo doravante denominadas arvores
balanceadas, e deve-se notar que arvores perfeitamente balanceadas sdo também
balanceadas.

Esta definicdo conduz a um processo de rebalanceamento relativamente
simples, com comprimento médio da trajetoria de busca praticamente idéntico ao das
arvores perfeitamente balanceadas. As seguintes operagdes podem ser realizadas em
arvores balanceadas com processamento da ordem de log n unidades de tempo, ou
seja, O(log n):

1. localizar um no, dada uma chave;

2. inserir um no, dada uma chave;

3. remover o nd cuja chave seja igual a uma chave dada.

Estas afirmagdes sdao conseqiiéncias diretas de um teorema provado por

Adelson-Velskii e Landis.

Insercdo em arvores balanceadas

Serd investigado o efeito da inser¢do de um novo ndé em uma arvore
balanceada. Dada uma raiz r com sub-arvores esquerda (E) e direita (D), trés casos
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podem ser identificados. Suponha-se que o novo n6 seja inserido em E, acarretando o
aumento de uma unidade em sua altura, podem ocorrer as seguintes situagdes antes e
depois da inser¢ao:

1. se hg =hp: E e D adquirem alturas diferentes, mas o critério de balanceamento
ndo ¢ violado.

2. se hg < hp: E e D assumem alturas iguais, isto ¢, houve mesmo uma melhoria
no balanceamento da arvore.

3. se hg > hp: o critério de balanceamento foi violado, e a arvore deve ser
reconstruida.

Considere-se a arvore da figura 7. N6s com chaves 9 ou 11 podem ser
inseridos sem rebalanceamento. A arvore com raiz 10 ficard com ramos apenas em
um dos lados (caso 1), e a arvore com raiz 8 terd seu balanceamento melhorado
(caso 2). A insercao dos nos 1,3,5 ou 7, entretanto, exigira um rebalanceamento
subseqiiente.

Figura 7 — Arvore balanceada

Um algoritmo para o rebalanceamento ¢ extremamente dependente do modo
como sdo registradas as informagdes acerca do balanceamento da arvore. Uma
solucdo de carater extremo consiste em manter tais informagdes completamente
implicitas na propria estrutura da arvore. Neste caso, porém, o fator de balanceamento
de um né devera ser recalculado toda vez que a arvore for submetida a uma operagao
de insercdo, o que resultaria em um esforco computacional excessivo. Outra solugdo
extrema utiliza um fator de balanceamento explicitamente armazenado para cada no.
A definicao deste tipo de dado ¢ entdo estendida para

Tipo NoPtr = Ponteiro para No;

N6 = registro
valor: inteiro;
contador:inteiro;
esquerda, direita: NoPtr;
bal:inteiro;
fim;
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O fator de balanceamento de um nod sera aqui interpretado como sendo a
diferenca entre a altura das suas sub-arvores direita e esquerda. O processo de
insercdo de nd consiste essencialmente nas trés partes consecutivas seguintes:

1. seguir a trajetoria de busca até que seja constatado que a chave ainda
ndo se encontra na arvore;

2. neste caso, inserir o nd e determinar o fator de balanceamento
resultante desta insergao;

3. refazer o tratamento ao longo de todo o trajeto, testando o fator de

balanceamento de cada no, rebalanceando a arvore se for necessario.

Embora este método envolva alguns testes redundantes (uma vez atingido o
balanceamento, ndo ¢ necessario testar os ancestrais do nd), este esquema sera
adotado inicialmente por ser facilmente implementavel através de uma extensao do
procedimento de busca e insercdo ja analisado. Este procedimento descreve as
operagdes necessarias em cada no isolado, sendo, por sua formulagdo recursiva,
facilmente adaptado para incorporar uma opera¢do adicional a ser executada no
caminho de volta ao longo do trajeto de busca. A cada passo, ¢ necessario descobrir e
informar ao procedimento se a altura da sub-arvore em que foi feita a inser¢do
aumentou ou nao. Para isto, na lista de pardmetros do procedimento sera incluida a
variavel booleana h, que indicara que a sub-arvore cresceu em altura. Naturalmente,
este parametro serd passado por referéncia, uma vez que a variavel a que se refere ¢
utilizada para informar um resultado.

Suponha-se, agora, que o processo retorne, partindo do ramo esquerdo a um
dado no6 apontado por p, com a indicacdo de que houve um incremento em sua altura.
Deve ser feita a distingao entre as trés condi¢des relacionadas com a altura da sub-
arvore antes da inser¢ao:

1. se hg <hp, p->bal = 1, o desbalanceamento em p foi equilibrado;
2. se hg =hp,p->bal = 0, e agora “o peso” da arvore ¢ maior a esquerda;
3. se hg > hp, p->bal =—1, é necessario fazer o rebalanceamento da arvore.

As operacdes necessdarias de rebalanceamento sdao inteiramente expressas
como uma seqiiéncia de atribuigdes de valores aos apontadores. O principio de
funcionamento deste método esta ilustrado na figura 8. Considere-se a arvore binaria
(a) que consiste apenas de dois nos. A insercdo da chave 7 produz em primeiro lugar
uma arvore desbalanceada, no caso, uma lista linear, que ¢ balanceada gerando a
arvore balanceada (b). As inser¢des dos valores 2 e 1 resultam em um
desbalanceamento da arvore de raiz 4, que, ao ser balanceada, resulta na arvore (d). A
insercao subseqiiente da chave 3 viola o critério de balanceamento da arvore de raiz 5.
O balanceamento requer uma operacao mais complexa, que gera a arvore (¢). Por fim,
a inser¢do do nd 6 provoca a ocorréncia de um novo rebalanceamento. A arvore final

¢ (D).
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(©)

(d)
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Figura 8.

Procedimento Pesquisa(x:inteiro,var p:Noptr,var h:booleano);
Var pl,p2:NoPtr;

Comego
Se p=NULO entao { inserir }
comego
aloca(p,tamanho(no));
h:= VERDADEIRO;
p->valor :=x;
p->contador := 1;
esquerda:=NULO;
direita:=NULO;
bal:=0;
fim
sendo se X < p->valor entdo
comego
pesquisa(x,p->esquerda,h);
se h entdo { o ramo esquerdo cresceu }
caso (p->bal) de
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1: comecgo
p->bal = 0;
h := FALSO;
fim;
0: comego
p->bal :=-1;
fim;
-1: comego { rebalanceamento }
pl := p->esquerda;
se pl->bal =-1 entdo  { rotagdo simples a esquerda }
comego
p->esquerda := p1->direita;
pl->direita:=p;
p->bal = 0;
p->pl;
fim
sendo comeco { rota¢do dupla esquerda-direita }
p2 :=pl->direita;
pl->direita := p2->esquerda;
p2->esquerda = pl;
p->esquerda := p2->direita;
p2->direita := p;
se p2->bal = -1
entdo p->bal =1
sendo p->bal :=0;
se p2->bal = 1
entdo pl->bal := -1
sendo pl->bal := 0;

p =p2;
fim;
p->bal :=0;
h := FALSO;
fim;
fim;
sendo se x > p->valor entdo
comego

pesquisa(x,p->direita,h);
se hentdo { o ramo direito cresceu }
caso p->bal de
-1: comego
p->bal := 0;
h :=FALSO;
fim;
0: comego
p->bal :=1;
fim;
l:comego { rebalanceamento }
pl = p->direita;
se pl->bal = 1 entdo { rotacdo simples a direita }
comecgo
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p->direita := p1l->esquerda;
pl->esquerda = p;
p->bal:=0;
p=pl;
fim
sendo { rotagdo dupla direita-esquerda }
comego
p2 :=pl->esquerda;
pl->esquerda := p2->direita;
p2->direita :=pl;
p->direita := p2->esquerda;
p2->esquerda := p;
se p2->bal =1
entdo p->bal = -1
sendo p->bal :=0;
se p2->bal = -1
entdo pl->bal := 1
sendo pl->bal :=0;

p = p2;
fim;
p->bal :=0;
h :=FALSO;
fim;
fim;
sendo p->contador := p->contador + 1;

fim;

Duas perguntas relativas ao desempenho do algoritmo de inser¢do em arvores
balanceadas sdo as seguintes:

1. se todas as n! permutacdes de n chaves ocorrerem com igual
probabilidade, qual ¢ a altura esperada de uma arvore balanceada
construida com este algoritmo?

2. qual ¢ a probabilidade de que uma insercdo venha a requerer um
rebalanceamento da arvore?

O problema da analise matematica deste algoritmo ainda estd em aberto. Os
testes empiricos sustentam a conjetura de que a altura esperada de uma arvore gerada
por ele seja h = log(n) + 0,25. Evidéncias empiricas sugerem ainda que o
rebalanceamento é necessario, em média, a cada duas inser¢des. No caso médio, as
rotagdes simples e duplas sdo igualmente provaveis.

A complexidade das operagdes de rebalanceamento sugere que as arvores

balanceadas devam ser utilizadas somente nos casos em que as operagdes de consulta
as informagdes forem consideravelmente mais freqiientes do que as de inser¢ao.
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Remocgées em arvores balanceadas

O algoritmo bésico de remog¢ao em arvore balanceada ¢ mostrado a seguir. Os
casos mais simples sdo os nos terminais e os ndés com apenas um descendente. Se o nd
a ser removido tiver duas sub-arvores, deve-se substitui-lo pelo n6 mais a direita de
sua sub-arvore esquerda. De maneira similar ao que ocorre na inser¢do, ¢
acrescentado um parametro h, passado por referéncia e de tipo booleano, indicando
que a altura da sub-arvore foi reduzida. O rebalanceamento deve ser efetuado somente
quando o valor de h for verdadeiro, o que ocorre quando um nd ¢ localizado e
removido, ou se o proprio rebalanceamento reduzir a altura de alguma sub-arvore. O
algoritmo exibido aplica os procedimentos balanceE e balanceD quando os ramos
esquerdo e direito, respectivamente, tiverem sido reduzidos em sua altura.

A figura 9 mostra a operacdo do algoritmo. Dada a arvore balanceada (a), as
remogdes sucessivas dos nds com chaves 4, 8, 6, 5, 2, 1 e 7 resultam nas arvores (b) a
(h). A remocgdo do n6 4 €, em si mesma, simples, por se tratar de nd terminal. Mas isto
acarreta o desbalanceamento do n6 3. A operacdao de rebalanceamento envolve uma
rotagdo simples a esquerda. Novo rebalanceamento ¢ necessario quando da remocao
do n6 6. Desta vez, a sub-arvore direita da raiz 7 ¢ rebalanceada por meio de uma
rotagdo simples a direita. A remog¢ao do n6 2, embora trivial em si por possuir apenas
um descendente, exige uma complexa operacao de rotacdo dupla direita-esquerda do
no 7.

b4

(a)
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(h)

Procedimento balanceE(var p:NoPtr;var h:booleano);
Var pl,p2:Noptr;
B1,b2:inteiro;

Comecgo { o ramo esquerdo diminuiu }
Caso p->bal de
-1: comego
p->bal := 0;
fim;
0: comego
p->bal :=1;
h := FALSO;
fim;
1: comego { rebalanceamento }
pl := p->direita;
bl :=pl->bal;
se bl >= 0 entdo { rotacdo simples a direita }
comego
p->direita := pl->esquerda;
pl->esquerda = p;
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se bl =0 entdo
comego
p->bal :=1;
pl->bal :=-1;
h := FALSO;
fim;
sendo
comego
p->bal := 0;
pl->bal :=0;
fim;
p=pl;
fim;
sendo { rotagdo dupla direita-esquerda }
comego
p2 :=pl->esquerda;
b2 = p2->bal;
pl->esquerda := p2->direito;
p2->direita := pl;
p->direita ;= p2->esquerda;
p2->esquerda := p;
seb2=1
entdo p->bal := -1
sendo p->bal :=0;
seb2=-1
entdo pl->bal := 1
sendo pl->bal :=0;

p =p2;
p2->bal :=0;
fim;

fim; { rebalanceamento }
fim; { balanceE}

Procedimento balanceD(var p:Noptr;var h:booleano);
Var pl,p2:Noptr;
B1,b2:inteiro;

Comego { o ramo direito diminuiu }
Caso p->bal de
1: comego
p->bal = 0;
fim;
0: comego
p->bal :=-1;
h := FALSO;
fim;
-1: comego { rebalanceamento }
pl := p->esquerda;
bl :=pl->bal;
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se bl <=0 entdo { rotacdo simples a esquerda }
comego
p->esquerda := pl->direita;
pl->direita := p;
se bl =0 entdo

comego
p->bal :=-1;
pl->bal :=1;
h := FALSO;
fim;
sendo
comego
p->bal :=0;
pl->bal :=0;
fim;
p=pl;
fim;
sendo { rotagdo dupla esquerda-direita }
comego
p2 :=pl->direita;
b2 = p2->bal;

pl->direita := p2->esquerda;
p2->esquerda = pl;
p->esquerda := p2->direita;
p2->direita := p;
seb2=-1

entdo p->bal :=1

sendo p->bal :=0;
seb2=1

entdo pl->bal := -1

sendo pl->bal := 0;

p =p2;
p2->bal = 0;
fim;

fim;
fim; { balanceD }

Procedure Delete (x:inteiro;var p:NoPtr;var h:booleano);
Var q:NoPtr;

Procedure del(var r:NoPtr;var h:booleano);
Comego
Se r->direita <> NULO
Entao comego
Del(r->direita,h);
Se h entdo balanceD(r,h);
Fim;
Sendo comecgo
g->valor = r->valor;
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q->contador := r->contador;
q=r

r :=r->esquerda;

h := VERDADEIRO;

fim;
fim;
Comego
Se p=NULO

Entao { a chave ndo se encontra na arvore }
Sendo se x < p->valor
Entao comego
delete(x,p->esquerda,h);
se h entdo balanceE(p,h);
fim;
sendo se X > p->valor
entdo comego
delete(x,p->direita,h);
se h entdo balanceD(p,h);
fim;
sendo { remover p }
comeco
q:=p;
se g->direita = NULO
entdo comeco
p = q->esquerda;
h := VERDADEIRO;
fim;
sendo se g->esquerda = NULO
entdo comeco
q := g->direita;
h := VERDADEIRO;
fim;
senao comego
Del(g->esquerda,h);
Se h entdo balanceE(p,h);
fim;
fim;
{ desaloca q }
fim { delete };

A remocao de um elemento em uma arvore balanceada também pode ser feita,
no pior caso, em O(log n) operagdes. Mas ha uma grande diferenca entre os
procedimentos de inser¢do e remocgao: enquanto a inser¢do de uma Unica chave pode
resultar em uma rotacao (de dois ou trés nés no maximo), a remog¢ao pode exigir uma
rotagdo em cada um dos nos ao longo da trajetoria de busca.
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Hash

A principal questdo discutida anteriormente, quanto se tratava de arvores, ¢ a
seguinte: dado um conjunto de elementos, caracterizados por uma chave (sobre a qual
¢ definida uma relacdo de ordem entre os elementos), como este conjunto deve ser
organizado de tal maneira que o acesso a um elemento, cuja chave ¢ conhecida, seja
efetuado da maneira mais econdmica possivel? Claramente, na memodria de um
computador, cada elemento ¢ acessivel, em ultima instancia, através da especificagao
do seu enderego de memoria. Assim, o problema colocado ¢, essencialmente, o de se
determinar uma fun¢ao H de mapeamento de chaves (C) em enderecos (E):

H:C—>FE

No caso das arvores e outras estruturas de dados, como listas, este
mapeamento ¢ implementado na forma de diversos algoritmos de pesquisa, baseados
nas diferentes formas de organiza¢do dos dados. Apresenta-se agora mais um método,
simples e em muitos casos bastante eficiente, mas do qual também s3o apresentadas
algumas desvantagens.

A organizagdo de dados utilizada nesta técnica ¢ a estrutura de vetor. H &,
portanto, um mapeamento que converte chaves em indices de vetor, razao pela qual a
expressdo “transformacdo de chaves” ¢ utilizada para descrever a técnica a ser
analisada.

A dificuldade fundamental do uso de transformacgdo de chaves, de modo
pratico, consiste no fato de que o conjunto dos possiveis valores das chaves ¢ muito
maior que o conjunto de indices do vetor, ou de enderecos de memoria disponiveis.
Considere-se o exemplo de nomes que consistem de até 16 letras, utilizados para
identificar individuos em um conjunto de milhares de pessoas. Neste caso, ha 26'°
possiveis chaves, que devem ser mapeadas para a ordem de 10° possiveis indices.
Observa-se, portanto, que a fungdo H ¢ claramente uma fungdo que mapeia diversos
elementos em um Unico endereco. Dada uma chave ¢, o primeiro passo em uma
operagdo de acesso (busca) consiste em calcular seu indice associado 4 = H(c). O
segundo passo, evidentemente necessario, consiste em verificar se o elemento cuja
chave ¢ ¢ seria de fato identificado por 4 no vetor (tabela) 7, ou seja, verificar se
T[H(c)].chave = c. Neste ponto, duas questoes surgem:

que tipo de fungdo H deve ser utilizada?

como considerar a situacdo em que H ndo fornece o enderego do elemento
desejado (ocorre colisdo, ou seja, dois ou mais elementos sdo mapeados para o
mesmo endereco)?

N —

A resposta a segunda questdo ¢ que deve ser utilizado algum método para
fornecer um endereco alternativo, e se este ainda ndo for o endereco desejado, um
terceiro indice, e assim sucessivamente. A isto se chama tratamento de colisoes.
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Escolha de uma fungao de mapeamento

Um pré-requisito essencial para uma boa funcao de transformacao ¢ que ela
distribua as chaves tdo uniformemente quanto possivel dentro do intervalo de valores
de indices. Exceto quanto a esta exigéncia, a distribui¢do nao ¢ vinculada a nenhum
padrao particular, sendo altamente desejavel que esta distribui¢do seja totalmente
aleatodria. Tal propriedade deu a este método uma conotacgao, através do nome hashing
(mapeamento), que significa pulverizar o argumento e espalhd-lo desordenadamente.
A func¢ao H ¢ chamada, em inglés, de hash function (fungdo de mapeamento). H
devera ser passivel de ser calculada de modo eficiente, a fim de minimizar o
processamento do método.

Suponha-se que se dispde de uma funcao de transferéncia ORD(c), que denota
o numero de ordem da chave ¢ no conjunto de todas as possiveis chaves. Admita-se,
ainda, que os indices do vetor pertencam ao intervalo 0 .. N-1, onde N ¢ a capacidade
do vetor. Entdo, uma escolha dbvia sera

H(c) = ORD(c) mod N

onde mod denota o resto da divisdo inteira. Esta fun¢@o possui a propriedade de
fornecer para as chaves valores que se espalham uniformemente no intervalo de
validade do indice, sendo utilizada em muitas aplicagdes praticas. Pode, ainda ser
calculada de modo muito eficiente, principalmente se N for uma poténcia de 2.
Entretanto, este ¢ exatamente um caso que deve ser evitado se as chaves forem
alfanuméricas. A hipotese de que todas as chaves sejam igualmente provaveis €, neste
caso, falsa, pois os termos que diferem de poucos caracteres serdo mapeados, com alta
probabilidade, para um mesmo indice, gerando uma distribuicdo nada uniforme.
Torna-se recomendavel, entdo, que N seja um niimero primo, pois assim 0s restos se
distribuem no intervalo 0..N-1.

A escolha da fungado ¢ de extrema importancia para a eficiéncia e utilizacao do
método, principalmente nos casos de criptografia.

Tratamento de colisoes

Se uma célula da tabela, correspondente a uma dada chave, ndo contiver o
elemento desejado e sim outro, esta situacdo caracteriza uma colisdo. Em outras
palavras, dois elementos possuem, nesta situacdo, chaves que sdo mapeadas no
mesmo indice. Neste caso, sera necessaria uma segunda tentativa de localizagdo, com
base num indice obtido a partir da chave. Existem inimeros métodos para a geragao
de indices secundarios. Um método 6bvio consiste em ligar entre si, através de uma
lista encadeada, todos os indices H(c) primarios idénticos. Este método ¢ chamado
encadeamento direto. Os elementos desta lista podem ou nao estar armazenados na
tabela primaria. Caso estejam fora dela, a drea de memoria utilizada para este
armazenamento ¢ chamada drea de overflow. Este método tem a desvantagem de
exigir a manutencao das listas secundarias e de se dispor de espaco, em cada célula da
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tabela, para o armazenamento de um apontador para a eventual lista de colisdes a ela
correspondente.

Uma alternativa consiste em se eliminar os apontadores, optando-se, em vez
disso, por testar outras posi¢cdes na mesma tabela, até que o elemento desejado seja
encontrado ou até que se encontre uma posi¢ao ainda nao preenchida, caso em que se
conclui que a chave procurada ndo se encontra na tabela. Este método ¢ denominado
método de endere¢camento aberto. Naturalmente, a seqii€éncia de indices utilizada nos
testes secundarios devera ser sempre a mesma para uma dada chave. O algoritmo de
pesquisa em uma tabela, segundo este método, pode ser esbogcado conforme o
esquema a seguir:

h := H(c);
i:= 0;
repita
se T[h].chave = c

entdo elemento encontrado
sendo se T[h].chave = LIVRE
entdo elemento ndo se encontra na tabela

sendo { colisdo }

i =1+ 1;

h := H (c) + G(1i);
fim;

até encontrado ou ndo na tabela ou tabela preenchida;

Varias fungdes de resolucdo de colisdes ja foram propostas. O método mais
simples ¢ tentar localizar o elemento procurado na proxima posicdo da tabela —
considerada como circular — sucessivamente, até que seja encontrado o elemento
correspondente a chave especificada, ou uma posi¢do vazia. Conseqiientemente, G(i)
= 1; os indices h; usados neste caso sdo:

ho = H(c)
hi= (ho+i) MODN,i=1..N-1

Este método ¢ denominado teste linear e possui a desvantagem de as entradas
tenderem a se agrupar em torno das chaves primdrias. Naturalmente, pode-se escolher
G de forma tal a distribuir-se uniformemente as chaves no conjunto restante das
posicdes — processo que, se mal escolhido, pode se mostrar oneroso.

Analise da transformacao de chaves

O numero esperado E de testes para se buscar ou inserir em uma tabela alguma
chave aleatoriamente escolhida ¢ mostrado na tabela seguinte, em fun¢do do fator de
carga a da tabela. Mesmo se uma tabela estiver com 90% de preenchimento, serdo
necessarios em média 2,56 testes para localizar a chave ou para encontrar uma
posicdo vazia para sua inser¢do. Note-se que esta cifra ndo depende do niimero de
chaves, mas somente do fator de carga.
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A (fator de carga = E (quantidade esperada de testes)
Percentual de ocupacdo)
0,1 1,05
0,25 1,15
0,5 1,39
0,75 1,85
0,9 2,56
0,95 3,15
0,99 4,66

A analise acima foi baseada com o uso de um método para tratamento de
colisdes que distribui uniformemente as chaves nas posi¢cdes vazias remanescentes.
Na pratica, uma andlise detalhada do método de teste linear apresenta um nimero
esperado de testes igual a

Esta expressdo produz os seguintes valores:

a (fator de carga = E (quantidade esperada de testes)
Percentual de ocupacgao)
0,1 1,06
0,25 1,17
0,5 1,50
0,75 2,50
0,9 5,50
0,95 10,50

Estes numeros tendem a apresentar a transformac¢do de chaves como uma
espécie de panacéia universal. De fato, seu desempenho ¢é superior mesmo em relagao
a mais sofisticada das organizagdes de arvores, pelo menos em relagdo ao nimero de
passos de comparacdo necessarios a execug¢do de buscas e inser¢des. Porém, ¢
importante citar algumas das desvantagens deste método.

Certamente, a desvantagem mais importante, em relacdo aos métodos de
alocagdo dindmica de memoria, ¢ que a dimensdo da tabela deve ser fixa, ndo
podendo ser ajustada dinamicamente as necessidades de cada caso. E muito util que se
disponha de algum método que forneca uma estimativa a priori, razoavelmente boa
para o nimero de elementos a serem classificados, evitando-se a sub-utilizacdo de
memoria, baixo desempenho ou mesmo o estouro da tabela.
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A segunda deficiéncia mais importante ocorre quando se deve tratar, além das
insercdes e pesquisas, a remoc¢do de elementos da tabela. Esta remoc¢do sera tao
complexa quanto for a modalidade escolhida para tratar as chaves secundarias

De modo geral, pode-se dizer que as organizagdes em arvores sdo preferidas
quando o volume de dados for desconhecido ou fortemente varidvel, mas ¢ evidente
que uma andlise caso a caso se torna necessaria para uma escolha realmente acurada.

Algoritmo para transformacgao de chaves

Uma possivel implementagao do uso da transformacao de chaves ¢ a seguinte:

Programa Hash;

Constante P = 97; { primo, dimensdo da tabela }
TamPalavra = 16;
Livre = NULO;

Type ItemPtr = ponteiro para Item;
Palavra = registro
Chave : vetor [0..TamPalavra-1] de caracter;
Primeiro, ultimo: ItemPtr;
Fim;

Item = registro
nrolLinha: inteiro;
Préximo:ItemPtr;
Fim;

Var linha:inteiro;
trab:vetor[0..TamPalavra]de caracter;
T:vetor [0..P-1] de Palavra; { tabela de mapeamento }

Procedimento ImprimeTabela;
Var i, k,m:inteiro;
Item:ItemPtr;
Comeco
Para k:= 0 até P-1 faca
comecgo
se T[K].chave <> livre entdo
comecgo
escreva (T[k] .chave) ;
Item := T[k].primeiro;
m := 0;
repita
se m = 8 entdo
comeco
escreva (“\n”) ;
m := 0;
para i:=1 até TamPalavra faca
escreva (Y V)
fim;
m:=m + 1;
escreva (item->nroLinha) ;
item := item->préximo;
até item = NULO;
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escreva (“\n”) ;
fim;
fim;
fim;

Procedimento pesquisa (trab:vetor[0.TamPalavra-1] de caracter);
Var i, h, d:inteiro;
Encontrou:booleano;
Ch:caracter;
x:ItemPtr;

comecgo
{ calcula o indice de mapeamento h para a palavra contida em trab }
1:=0;
h:=0;
enquanto trab[i] > ‘\0’ faca
comecgo
h := (256*h + ORD(trab[i])) MOD P;
i i+ 1;
fim;
aloca (x, tamanho (Item)) ;
X->NroLinha := linha;
x->proximo := NULO;
d := 1;
encontrou := FALSO;
repita
se T[h].chave = trab
entdo comeco { coincidéncia }
encontrou := VERDADETRO;
T[h].ultimo->préximo := x;
T[h].ultimo := x;
fim;
sendo se T[h].chave = livre
entdo comeco { entrada nova }
T[h] .chave := trab;
T[h] .primeiro := x;
T[h].ultimo := x;
Encontrou := VERDADEIRO;
fim;
sendo comeco { colisdo }
h + d
= d + 2;
se h P
se d =P
entdo comecgo
escreva (“Excedida

Q. o

\4

capacidade da tabela”);
encerra;
fim;
fim;

até encontrou;
fim;

{ Programa principal }
var i:inteiro;
comego
linha := 0;
para i := 0 até P-1 faca TI[i].chave = livre;
repita
leia(trab);
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linha = linha + 1;
pesquisa (trab);
até trab = “7;
ImprimeTabela;
Fim;
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